\
" ||T|U 2017 Romanian (rum), day 1

e RIO DE JANEIRO - BRAZIL
58th International Mathematical Olympiad

Marti, 18 wulie 2017

Problema 1. Pentru orice numar natural ag > 1 definim sirul ag, a1, as, ... prin:

] ap, daca /a, este intreg
Any1 =

. entru orice n > 0.
a, + 3, 1in caz contrar » P =

Determinati toate valorile lui ag pentru care exista un numéar A astfel incit a,, = A pentru o infinitate
de valori ale lui n.

Problema 2. Fie R multimea numerelor reale. Determinati toate functiile f: R — R astfel incat,
pentru orice numere reale x si y,

f(f@)fy) + flxz+y) = flzy).

Problema 3. Un vanator si un iepure invizibil joacd un joc in planul euclidian. Punctul de pornire
al iepurelui, Ay, si punctul de pornire al vanatorului, By, coincid. Dupd n — 1 runde ale jocului,
iepurele se afli in punctul A,_; si vanitorul se afli in punctul B, ;. In a n-a runda a jocului se
intampla, in ordine, urmatoarele:

(i) fara sa fie vaizut, iepurele se deplaseazd intr-un punct A, astfel incat distanta dintre A,_; s
A, sa fie exact 1;

(ii) un dispozitiv de urmaérire ii indicid vanatorului un punct P,. Singura informatie pe care dis-
pozitivul i-o d& vanatorului este aceea ca distanta de la P, la A, este mai micd sau egala
cu 1;

(iii) vanatorul se deplaseaza intr-un punct B,, vizibil, astfel incat distanta de la B,_; la B, este
exact 1.

Este totdeauna posibil ca, indiferent de felul in care se deplaseaza iepurele si indiferent de punctele
indicate de dispozitiv, vanitorul si-si aleagd miscirile astfel incat dupa 10° runde si fie sigur ca
distanta dintre el si iepure este mai mica sau egala cu 1007
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Problema 4. Fie R si S puncte diferite pe un cerc €2, care nu sunt diametral opuse. Fie ¢ tangenta
la 2 in R. Punctul T este simetricul lui R fata de S. Punctul J este ales pe arcul mic RS al lui
Q, astfel incat cercul I' circumscris triunghiului JST intersecteazi ¢ in doua puncte distincte. Fie A
punctul de intersectie dintre I' gi ¢, cel mai apropiat de R. Dreapta A.J intersecteazi din nou €2 in
K. Demonstrati ca dreapta KT este tangenta la I

Problema 5. Se considerd un numér natural N > 2. Un numir de N(N + 1) fotbalisti, oricare
doi de inaltimi diferite, stau intr-un rand. Antrenorul vrea si elimine N(N — 1) jucdtori din acest
rand, astfel incat in noul rand de 2N jucatori sa fie indeplinite urmatoarele N conditii:

(1) nu se afla nimeni intre cei mai inalti doi jucitori;

(2) nu se afla nimeni intre al treilea si al patrulea cei mai inalti jucdtori;

(N) nu se afli nimeni intre cei mai scunzi doi jucatori.

Aratati ca acest lucru este totdeauna posibil.

Problema 6. O pereche ordonatd (z,y) de numere intregi este un punct primitiv daca cel mai
mare divizor comun al numerelor x si y este 1. Dandu-se o multime finita S de puncte primitive,
demonstrati ca existd un numar natural n > 1 si numerele intregi ag, ay, ..., a, astfel incat, pentru
orice (z,y) din S:

apr" + a "y + a2 4 -+ ap1zy" F any” = 1.
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